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1.序
くの
交 換 経 済 のEdgeworthallocationと1よ,economicagelltの任 意 のgroup
に 属 す る 成 員 のinitialallocationをgroup内で い か に 再 配 分 し て も,そ の
allocationは全eqonomicagentのinitiP・1allocationをeconomicagent
全 体 に 再 配 分 し たallocationより も,そ のgroupの 成 員 に よ っ(,よ り
preferされ る こ と が な い よ う な 後 者 のallocationをい う。 こ のEdgeworth
(2)
allocationがcompetitiveallocationまた はquasi-competitiveallocation
に 一 致 す る か,ど うか と い う問 題 は,古 くはEdgeworth[7]に よ っ て 提 起
さ れ た が,最 近,'Scarf[13]が,この 問 題 に 対 して,economicagentが有
限 個 のtypeに わ か れ て い る と き に は,肯 定 的 な 解 答 を 与 え う る こ とを 厳 密
に 証 明 して 以 来,こ の 問 題 は 数 理 経 済 学 の ひ とつ の 問 題 領 域 と し て 定 着 す る
に 至 った 。
ま ず,Debreu[4]はSc…rf[13]が と り扱 っ たeconomicagentの数 が
可 附 番 無 限 の 場 合 の 証 明 を 簡 単 化 した 。 さ らに,DebreuandScarf[5コは
Scarf[13〕の も うひ とつ の 問 題 で あ っ たeconomicagentの数 が 有 限 の 場
合 の 証 明 を も っ と 一 般 化 した 。 これ らの 論 文 に お け る 最 も重 要 な 仮 定 は,
economicagentのtypeの数 がfixさ れ て い る こ と で あ る。 す な わ ち,各
typeのeconomicagentの数 は 可 附 番 無 限 ま た は 有 限 で あ る の で,後 者 の
*Edgeworthalloca七ionにつ い て,と もか くもこの よ うな論文 をか く ことがで
きた のは,ひ とえに北海道大学 理学部 山元周行先 生 の ご指導 の賜 で あ る.こ こに
記 して感 謝の意 を表す る.し か し,い うまで もな く,あ りうべ き誤 りは筆 者1人
の責に帰 すべ き ものであ る.ま た,研 究 の機会を 与え られた,北 海道大学 応用電
気研究 所応用数 学部門安藤 毅先 生 にお礼 申 し上 げ る.
(1)のちにcoalitionとよばれ る.
(2)これ らの定 義につ い ては2.と 脚注 ⑯ をみ よ.
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場 合,economicagentの数 の 増 加 はtypeの 数 が 一 定 の も と で 各typeの
economicagen七の 数 が 増 加 す る こ とに よ っ て お こ る も の と さ れ て い る の で
あ る。 こ の た め,typeの 数 が 変 化 す れ ば,Edgeworthallocationが属 す る
spaceの次 元 が 変 化 す る と い う数 学 的 困 難 さ を 回 避 す る こ とに は な っ た が,
そ の 半 面,economicagentの数 の 増 加 が き わ め て 特 殊 な 形 態 と な らざ る を
え な く な っ て い る の で あ る。 こ れ は 上 記 のEdgeworthallocationの条 件
(3)
に お け る 「任 意 のgroup」 を 「あ る 特 定 の 種 類 のgroup」に ゆ る め てlimit
theoremを考 え たHansen[9]に つ い て も 同 じで あ る 。 と こ ろ が,Vind
[15コは こ の 点 に つ い て や や 違 うapproachをみ せ て い る 。 す な わ ち,彼 は
む しろtypeの 数 の 増 加 に よ っ てeconomicagentの数 が 増 加 す る場 合 を 考
え て い る が,[15]で 示 さ れ た の はcompetitiveallocationとは 一 致 しな い
allocationをも つeconomicagen七の数 に 対 して,typeの 数 と は 独 立 に 上
限 を お くこ と が で き る と い う こ と に す ぎ な い 。 しか し,こ の 結 果 はDebreu,
Scarfにお け るeconomicagpntの数 の 特 殊 な 増 加 形 態 を 一 般 化 す る も の で
き わ め て 重 要 で あ る。 しか し,そ の 後 こ う したapproachを直 接 に 展 開 さ せ
て い る者 は い な い よ うに お も わ れ る 。
と こ ろ で,Aumann[1]はEdgeworthallocationの問 題 にCopernicusくの
的 転 回 を 与 え た 。 す な わ ち,Aumann〔1コ はnonatomicmeasurespace
で きわ め てelegantに 問 題 を 処 理 し う る こ とを 示 した の で あ る。 こ れ は
economicagentの全 体 が 連 続 体 の 濃 度 を もつ と考 え る こ と,い い か え れ ば,
(.))
個 々のeconomicagentはinsignificantであ るとみなす ことに 等 しいが,
AUInannものべ てい るよ うに,こ の種の抽 象化 は 物理学 な どでは 通常行な
われ ているところであ り(た とえば,流 体力学では理想流体として分子の数の無限
性を仮定する),強力な 「解析 学」 とい う武器を 使用す るた めに 支払 う代償 と
(3)詳 し くは,Hansen[9,P.479]をみ よ.
(4)0で な いmeasureを もち か つ そ の 部 分 集 合 のmeasureが0か または も と の
集 合 のmeasureと 同 じで あ る集 合 を そ のmeasureに 関 す るatomと い う.
(5)economicagentの数 が 高 々 可 附 番 で あ れ ば,個 々のeconomicagentは
significantであ る.
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して は 決 して 高 す ぎ る こ とは な い と 考 え られ る。Aumannが い わ ば 密 度 関
数 と して の 個 々 のeconomicagentのallocationの存 在 を 前 提 し,そ れ を
(6)
economicagentの.groupを 測 るfixし たmeasureに 関 し て 集 計 し て,
　
groupのallocationを導 い て 議 論 を 展 開 した の に 対 して,Vind[14コ は 密
度 関 数 の 存 在 を 前 提 しな い,よ り一 般 的 な と り扱 い を 示 した 。 した が っ て,
Vind〔14コはAuma皿 流 に 〆measurespaceを明 示 的 に 考 え る こ と は して
い な い 。 す な わ ち,economicagentのgroupを測 るfixし たmeasureを
明 示 的 に 考 え て い な い 。 そ の 後,Aumannの 議 論 はHildenbrand[10]にう
け つ が れ,さ らに 一 般 化 さ れ た 。 一 方,Vind流 の 議 論 はCornwall[2コ・に
多 少 制 限 さ れ た 形 で うけ つ が れ て(C・rnwa】1[2コはeconomicagentのgroup
を測 るfixしたmeasureを考 え,さ らに,groupのallocationとしてatomを もた
ない もののみ を考 えてい る)・ そ の 範 囲 内 で 一 般 化 が 行 な わ れ た 。Vind〔14コ
の 議 論 は,各economicagentに 対 す るallocationであ る 密 度 関 数 を 考 え
な い た め に,allocationとして た だ ち にvectorvaluedsetfunctionでか
つ σ一additiveなも の(す なわ ち,vector-measure)を考 え る と こ ろ に 一 般 性
が あ る。 した が っ て,preferencerelationとしてAumann[1]は 通 常 の
(7)
individu免1(point)relationを考 え て い る の に 対 し て,Vind[14コ はcollec一
ね　
tive(set)relationを考 え て い る。 そ こで,preferencerelationとして 両 者
は どの よ うな 関 係 に あ る か と い う こ とが 問 題 に な る が,こ れ はDebreu〔6コ
に よ っ て,制 限 的 な 条 件 の も とで は あ る が,ひ とつ の 解 答 が 与 え られ た6こ
の ほ か,且ildenbrand[11],Kannai[12]らに よ っ てDebreu・Scarf[4,5コ,
Vind[15]など のeconomicagentの数 が,高 々可 附 番 の 場 合 のapproach
とAumann[1コ,Vind[14]な どのeconomicagentの全 体 が 連 続 体 の 濃
度 を もつ 場 合 のapproachの統 一一が 計 られ て お り,興 味 深 い 結 果 が え られ て
い る。
(6)Aumann〔1]はLebesguemeasureを 考 え て い る.
(7)定 義 域 がeconomicagentの 集 合 で あ るpreferencefunction・
(8)定 義 域 がeconomicagentの9roupの 集 合 で あ るpreferencefunction・
¢
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さ て,こ の 論 文 はVind[14]の 立 場 に 立 ち,仮 定 を す こ しか え る こ と な
どに よ っ て,Edgeworthallocationカミatomを もつ こ と を 排 除 しな い 場 合
を 考 え る。 こ れ はvind流 の 議 論 の 一 般 性 に 由 来 す る 。Vind[14]で は,
Edgewo「thallocationは結 局 onatomicにな っ て し ま うが,vector-measure
と して の,economicagentのgroupに対 す るallocationを,Cornwall[2]
の よ うに 最 初 か らnonatomicなも の に 局 限 し て は い な い の で あ る。 す な わ
ち,Vindの 議 論 はatomを もつallocationに対 して,い わ ば 開 が れ た 形
に な っ て い る の で,Vindのmodelの つ く り方 を 多 少 か え る こ とに よ っ て,
Edgeworthallocationカミato血 を も つ こ と(す なわち ,高 々可附番でか りtyPe
の数がfixさ れ てい ない,significan七なeconomicagentが存在す ること)を 排 除
しな い 場 合 を 考 え る こ と が 可 能 で あ る よ うに お もわ れ る 。 しか し,こ の 場
合,わ れ わ れ はEdgeworthallocationがcompetitiveallocationであ る こ
と を 示 す こ と は で きず,単 にquasi-compe七itiveallocationであ る こ と を 示
す に と ど ま っ た 。 以 下,2.で は 基 本 的 な 諸 概 念 を 定 義 し,3.で は 仮 定 を の
べ る。4.で は 予 備 的 な 結 果 を 証 明 し,5.で は 主 要 結 果 を 予 備 的 な 結 果 を 使
っ て 証 明 す る 。
2.定 義
(C,⑮,v)をmeasurespaceと す る 。 こ こ で,Cはeconomicagentの
集 合,9はCの 部 分 集 合 か ら な る σ一field,vはEの うえ の 非 負 のmeasure
と す る 。 以 下 で は,Eの 要 素 をcoalitionとよ ぶ 。 財 の 種 類 は1個 あ る も の
と し,1次 元EuclideanspaceR'・の 非 負 象 限 を2と す る 。vector-measure
と は 定 義 域 が9で 値 域 が2の σ一additivefunctionをい う。coahtionAが
measure(また は ,vector-measure)αに 関 し てatomで あ る と は,α(A)キ0
か つA⊃B∈ ◎ な ら ば α(B)==Oま た は α(B)=・α(A)と な る こ と を い う。
atOmを も た な いmeaSUre(ま た は ,vector-measure)をnOnatOmiCmeaSure
・(また は ,vector-measure)とい う。 以 下 で は,vはnonatomicで か つ シ(C)キ0
と 仮 定 す る 。 α がallocationであ る と は,α がvector-measureで か つ
監
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coalitionAがα に 関 す るatomを 含 ま な い と き に,y(A)==Oな らば α(A)
(9)(10)
=0と な る こ と を い う。 す べ て のallocationの集 合 を1}1で あ ら わ し,ま た,
す べ て のnonatomicなallocationの 集 合 を 要。 で あ ら わ す 。ini七ialalloca-
tionと はtu,i(C)>0(¢=1,2,…,1)とな る ω∈1}loをい う。economicagen七
e(11)
のpreferencerelationは⑤ の うえ の 跡preferencefunctionンこ よ っ て 規 定
さ れ て い る も の と 考 え る。 こ の 関 数 は 任 意 のcoalitionAに対 して 班 の う
えの2項 関係 ≧ を与 え る。 ここで,つ ぎの ように記号 を定義す る。以下,
α,βピ 窺,オ ∈ ◎ と す る 。
α≦β は β≧α のいみであ る。
」
α〉β は α≧=βがな り立つが,β ≧α は な り立た ない ことを いみす る。 以
バ ゑ ぱ
下では,後 者を 「(β≧=α)とか きあ らわす ことにす る。
α〉〉βは ン(A)¥O≒v(B)なる ◎∋B⊂Aに 対 して α〉βがな り立つこと
.4B
を い み す る 。
Edgeworthallocatidnの集 合 ◎ と は α(C)=ω(C)でか つ レ(A)キOと な る
任 意 のcoalitionAに対 し て β(A)==a(A)とな る ど ん なallocationβを え
(12)
らん で も β〉 〉 α とは な らな いallocationαの 集 合 を い う。 さ て,集 合 を
A
(9)われ わ れ のallocationの定 義 は,任 意 のA∈ …6に 対 して,レ(A)=0な らば
α(A)=Oと な る こ とを 要 求 す るCornwall[2コの 定 義 よ り,条 件 と しては 弱 い.
す な わ ち,allocationαがnonatomicな ら.あ き らか に,ン(A)=0の と き
α(A)=Oと な る.し か し,も し α がatomAを も てぽVind[14コのLemma
Bに よ り,A⊃Bな るatomが あ っ て,レ(B)=Oに もか か わ らず,α(B)キ0と
な る.
⑩Vind[14コ は こ の ほ か す べ て の σ一finitevector-measureの集 合 訓 を 考 え
て い るが(あ き らか に,顕 ⊂以),こ れ に よ っ て 議 論 は 必 ず しも 実 質 的 に 一 般 化
'され
るわ け で な い の で,Cornwall[2コに な らっ て,わ れ わ れ はfiniteVector
-measureに議 論 を 限 った .し か し,別 の か わ りに5Utを考 え て,形 式 的 な 一 般
化 を 計 る の は 困 難 で は な い.
(ID定義 域 が6で,値 域 が 製 ×軌 で あ る.Debreu[6]をみ ょ.
働Sをcoreと い う,も し,あ るA∈ ⑮・レ(A)キ0に対 して,β(A)=ω(A)か つ
β〉 〉 α とな る β∈顕 が 存 在 す れ ば,coalitionAはallocationαをblockす 、
る とい う.こ の と き,Aをblockingcoalitionとい う.よ って,coreと は
α(C)=ω(C)でか つblockingcoalitionが存 在 しな いallocationαの 集 合 で
あ る とい う こ とが で き る.
画＼
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つぎのように定義する。
●
畢(α・A)=・{x∈Rilx・β(A)一ω(A)・β∈ 製・β〉 〉 α}・
塙(α,A)一{x∈R`lx=一β(の 一 ω(A),β∈ 航。,β〉 〉 α}・
こ こ で,α ∈ 製,A∈ ◎ か つv(A)キ0で あ る 。 、
塁(α)==u撃(α,遼),
A∈G
γ(A)≠O
E3。(α)=u撃 。(α,A)・
』∈ ⑮
V(A)≠O
quasi。competitiveallocationの集 合 ◎ と は α(C)=・ω(C)で,か つ あ る
P∈ ・Riが 存 在 し て 任 意 のcoalitionAに 対 し て ρα(A)==Pω(A)と な り,
x∈ 畢(α)な らPx>0と な る か,ま た はinfPy=少 ω(A)が な り立 つalloca一
シ　 むく　の
tionαの 集 合 を い う。allocationαがlocallynonsatiatingであ る と は
レ(A)キ0と な る任 意 のcoalitionAと任 意 の ε>Oに 対 して あ るallocation
β が 存 在 して,
β〉 〉α カ・つ1β(A)一 α(A)1<ε
と な る こ どを い う。 ま た,allocationαが ω一equalであ る と は,レ(A)==O
と な る任 意 のcoalitionAに対 して,v(B)≒0と な る あ るcoalitionBが存
(醤4)(15)
在 し て,α(A)一 ω(A)===cr(B)一ω(B)と な る こ と を い う。 任 意 のcoalitionA
とaUocationα に 対 して α1を つ ぎ の よ うに 定 義 す る 。
αKB)一 α(B∩A),B∈9.
あ き ら.b・ve,αi∈瓢 で あ る 。.4
⑬Pはpricevectorと 解 す る こ とが で き る.α ∈nで か つx∈B(α)な らPx>0
とな る α の 集 合mをcompetitiveallocationとい う.魅 ⊂nは あ き らか で
あ る.
ωallocationの性 質 か ら,レ(A)=0な ら ω(A)=0と な るか らJ実 は これ は
α(A)=α(B)一ω(B)と い うこ とに 他 な らな い.
⑯ α(C)=ω(C)とな るallocationαがnonatomicで あれ ば,α 一ω∈襲。で あ
るか らsv(A)==Oとな るcoalitionAに対 して α(A)一ω(A)=0と な る.一 方,
α(C)一ω(C)=0で あ るか ら α(A)一ω(A)==α(C)一ω(C)・レ(C)≠0で あ る か ら
α はtO-equalであ る,.
●
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3.Pr♂ 創onceに 関 す る 仮 定
Preferencerelation≧に 関 して つ ぎ の 仮 定 が 使 用 され る 。 以 下,α,β,γ
∈窺 とす る。
(P.1)A,B∈ ◎,Bd,α ≧ β な らセfα≧ β と な る。
メ お
1(P・2)coalitionの在 意 のsequence'{An}に対 して α≧ β な らば α≧=β
AnUAn
π
と な る。
(.P.3)
(P.4)
(P.5)
対 して γ(B)≧β(B)ならば γ〉〉α とな る。
(P.6)
AG・Q,α}llβ,rl一α1な らば γ≧ β とな る 。
AAAA
Aご(Σ,α≧β,γト β1な らばd≧ γ とな る。
AAA-4
A∈ ⑤,レ(A)≒0,β〉 〉 α か つv(B)≒・0と な るcoalitionB⊂Aに
(16)(17)
撃(cr,A)+{ω(A)}は2でopenで あ る 。
㈹X・y∈Rtの と き,X≧yはX≧)iか つ#yを い み す る.
(IT(P・5)はつ ぎ のVindの 仮 定IIに 対 応 して い る.
仮 定ll(Vind[14]).もし β(B)≒oと な る す べ てのB⊂Aに 対 し て7`(B)
≧β(B)と な う,か つ β〉 〉 α な らば γ〉 〉 α お よび7>>β が な り立 つ.
るコ　 ゑ ゑ
(P・5)'は仮定IIの 前提 命題 の うちの 「β(B)≒0」を 「レ(B)キ0」に あ らため.
帰結 命題 の うちの 「γ〉〉β」 を と、りさった ものであ るが,こ の と りさ った帰 結命
」
題 に 対 応 して
(P・5')A・B…◎ か つ レ(A)tFO±Fレ(B)とな る 任 意 のB⊂Aに 対 してr(B)≧
β(B)と な る な らばr>〉 β とな る.
　
とい う仮 定 を お く.こ れ はCornwall[2]の仮 定(P・7)と 同 じ もの で あ る.
定 理A・(P・5)の も とでx∈SP(α・A)かつPt≧0な らばx+),∈ 撃(α・A)と な
る.
証 明.撃(α,A)の 定 義 か ら,x∈E3(a',A)ならばA∈6,v(A)≒O,β 〉 〉 α と
な る β が 存 在 してx=β(A)一 ω④ とな る.い ま,任 意 の.coalitionB⊂Aに
対して
r(B)一β(B)+需y
と定 義 す れ ば γ∈瓢 か つ レ(B)≒0のと きは γ(B)≧β(B)とな る.よ って,(P・5)
に よ り γ〉〉 α が 牟 られ る.ま た,τ(』)=β(オ)+ッは あ き らか で あ る.ゆ え に.
は
万+ツ=β(オ)一ω(の+ツ=γ(の 一ω(オ)∈…撃(α認)カ ミな り立 つ.
定理B・(P・5')の も とでy≧0な らば α(A)一ω(A)+)2∈撃(α,A)とな る.
証 明.SB(cr,A)の定 義 か ら,A∈Q,}(A)±Oで あ る.い ま.任 意 のcoalit三〇n*
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*β ⊂濯 に 対 し て
り(B)
γ(B)=α(B)+ ツレ(の
と定 義 す れ ば,γ ∈脱 か つv(B)≠0の と きは γ(B)≧α(B)と な る.よ って,
(P・5)によ り7>〉 α が え られ る.ま た.γ(A)=α(A)+Ptはあ き らか で あ る.
ゆ え に,α(A)一 ω(A)+y=7(A)'-to(A)∈畢(α・A)が な り立 つ.
系1.
証 明.
とな る.
系2.
証 明.
(P・5)のも とで α∈ ⑤ か つy≧0な らばy∈SP(α,C)で あ る 、
α∈⑤ な らぽ'α(C)=ω(C)で あ るか らPt=α(C)一ω(C)+y∈SP(α・C)
(P・5t)のも と で 任 意 のallocationα はlocallynonsatiatingであ る.
yn≧O,1imyn=Oと な るsequence{Yn}に 対 し て,定 理Bの 証 明 と
n→ ◎o
同 様 に す れ ば,Aを レ(A)キ0な る 任 意 のcoalitionとし た と き,γ ・〉 〉 α・
ゑ
7・(A)=α(A)+Ynと な るaUocationのsequence{γ ・il}の存 在 が い え る.ゆ え
に1imγft(A)==α(A)で あ る.こ れ は α が10callynonsatiatingであ る こ と を
ハ　 の
示 してい る.(証 明終)
X・yを 任 意 の集 合 とす る と きX＼y=={κ 匪∈Xandxey}と 定 義 す る.
定 理C・(P・5')の も とで α∈ ⑮ な らば α∈以・ と な る.
証 明.レ ∈顕oで あ るか ら,α ∈…製oな らば,Vind[14]のLemmaBに よっ
て,α に 関 す る あ るatomB∈6が 存 在 して,レ(B)=0か つ α(B)≠0と な る.
レ(C)0で あ るか らC＼B∈G,レ(0＼B)≒0・ そ こで.任 意 のcoalitionD⊂σ＼B
に 対 して
v(D)
r(D)=α(ヱ))+ α(B)P(C＼B)
と 定 義 す れ ば γ∈ 肌 かつ レ(D)≒0の とき は γ(D)≧α(D)と な る.
(P・5')によ り γ〉 〉 α が え られ る.
c＼B
で あ る.
よ つ て,
ま た,γ(σ ＼B)=α(C＼B)+α(B)=α(C)
一 方 ,ω ∈ 跳 に 注 意 す れ ば,レ(B)=0で あ るか ら ω(B)=0と な る.
した が って.ω(σ ＼B)=ω(C)一ω(B)==tU(C).α∈ ⑤ で あ るか ら α(C)=ω(C)と
な る.よ っ て,γ(C＼B)=α(C)=ω(C)=ω(σ＼B)が え られ る.以 上 を ま とめ る
と,レ((;/B)キ0,γ〉 〉 α か つ γ(C＼B)=ω(C＼B).こ れ はC＼Bが α をblock
σ＼β
してい るとい う ことで あ るか ら,α ∈⑮ とい うことに 矛盾す る.ゆ えに α∈?lo
で あ る。(証明終)
X⊂Rlの ときXはXのclosureを あ らわ す .
系3・(P・5')のもとで α∈Sな らば 任 意 のcoalitionAに対 して α(A)一
ω(オ)∈畢(α)とな る.
証 明.定 理Cに よ り α∈班。とな る.ま た,α ∈⑤ か ら α(C)=ω(C)なるゆ
え.脚 注 ㈲ に よ り,α は ω一equalであ る.さ らに,系2に よ り,α はlocally
nonsatiatin9とな る.こ れで 予備定 理3の 前提 条件がみ た され てい る ことが い
えた ので 遵∈◎ に対 して α但)一ω(の∈撃(α)とな る。(証明終)
のち の予備定 理5と ここの定理CはVind[14コのLemma3とTheorem3
の証 明 の前半 の部分に対応 してい る.し か し,Vindに おけ るそ れ らが仮定II
の もとで証 明 され うるか ど うかにつ い ては疑 問が の こる.こ の点 は山元周行氏 に
よって指摘 され た.な お,予 備定理5の 証 明の論 法は 同氏 の ご教示 に よる.伺 様
に定理A・Bに 対応す るVindの 命題(Vind[14,pp・170-171コ)が仮定IIの
もとでな り立 つか ど うか も疑問 であ る.
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4.予 備 的 結 果
予 備 定 理1.α,γ ∈QI,A,B∈Eと す る 。 こ の と き,B⊂Aか つ71・ α}な
AA
らば γ1=α1と な る 。
お ヨ
証 明.H∈ ◎ とす る。(γ1)1(H)=γ(H∩B∩A)一 γ(H∩B)=・γ1(H)だか
　 ヨ リ
ら(γ1
.4)A=rAがい え る 。 同 様 に,(cr!)S-crl。そ こで,
rk(H)」(γr)KH且 β)-rA(H∩B)一 α⊥(H∩B)一(α」)』(の一 αム(H)
か らrl=crlが な り立 つ 。
BB
予 備 定 理2.α,β,γ ∈瓢,A∈ ◎ と し(P・3),(P・4)が な り立 っ て い る と
す る。 こ の と き,α 〉 〉 β か つ γ1-arlならば γ〉 〉 β と な る 。
オ 　ぐ ノむ オ
証 明.α 〉 〉 β な らば 定 義 か ら,レ(A)・ヤ0≒レ(B),A⊃B(…⑮ な る 任 意 の
Bに 対 して α≧β かつ 「(β≧α)。α≧β な らば 予備定理1ど(1R3)に よ り
な ヨ ヨ
γ≧β。一方,か りに γ≦β とすれば 予備定理1と(P・'4)によ り α≦β となム ム ヨ
り矛 盾 で あ る。 よ っ て,'1(r=≦β)で な け れ ば な らな い 。 あ わ せ て,レ(A)キO
ヨ
≒・(B),A⊃B∈◎ なる任意 のBに 対 して γ〉β・すなわち,γ〉〉β がな り
BA
立 つ 。
予 備 定 理3.α ∈ 襲 は ω一eqUalかつlocallynonsa七iatingであ る と す る 。
こ の と き,任 意 のcoalitionAに 対 し て,α(A)-U」(A)∈ 撃(α)と な る 。
証 明.v(E)-0と な る 任 意 のE∈Eに 対 し て,α が ω一equalとい う こ
と よ り,レ(F)≒0と な る あ るF∈ ⑤ が 存 在 し て α(E)一 ω(E)一 α(F)一ω(F)
と な る か ら,ど ん なA∈(Slに 対 す る α(A)一一te(A)も レ(B)≒0と な る あ る
B∈ ⑤ に よ っ て α(A)一ω(A)='ar(B)一ω(B)と あ らわ す こ と がvCき る 。 α は
locallynonsa七iatin9であ る か ら
limβn(B)=・cr(B),βn∈Ql,β。〉 〉 α
%→ ○◎B
と な るallocationのsequence{β,、}が存 在 す る 。 よ っ て,す べ て のnに
対 し て
βn(B)一ω(B)∈ 寒}(α,B)⊂u撃(α,A)=・as(α)
・IEII(箪
γ(A)≠e
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と な る。 よ っ て,
α(B)一ω(B)∈畢(α)。
ゆ え に
α(の一ω(』)∈…岡
が な り立 つ 。
予 備 定 理4.α,β ∈ 製 か つA,B∈9,P(A)キO≒ ン(B),A⊃Bとす る 。 こ の
と き,β 〉 〉 α な らば β〉 〉 α と な る。
オ ヨ
証 明.β 〉 〉 α な らば,A⊃E∈E,レ(E)≒0な る 任 意 のEに 対 して,
ム ロ
β〉α とな る。 ところでA⊃Bで あ るか ら,B⊃F∈E,レ(F)≒0な る任意 の
FもF⊂A。 よって,β〉α。 仮定 に よ り レ(B)キ0なるゆえ,β 〉>Aで あ
7B
る 。
予 備 定 理5.α ∈製 と し(P・3),(P・4),(P・5)がな り立 っ て い る と す る。
こ の と き,畢(α)z・=geo(α)がな り立 つ 。
証 明.製o⊂ 製 で あ るか ら 塙(α)⊂撃(α)は あ き らか で あ る。 以 下 で は
撃(α)⊂iβo(α)を証 明 す る 。 い ま,β ∈?1＼鶏,A∈6・,レ(A)≒o,β(A)一ω(A)
∈ 撃(α),β〉 〉 α と す る。 こ こで
β(の 一ω(の ∈ 撃。(α)
が い え れ ば よ い 。
(1)A⊃B,B∈Eな る ど ん なBも β に 関 してatomで な い と き 。
γ を 以 下 の よ うに 定 義 す る。
γ(c＼A)==0,
γ(B)=一β(B)(B⊂A,B∈ ◎)。
す る と γ∈鶏・か つ γ1-=β1であ る。 よ っ て,予 備 定 理2に よ り
AA
γ〉 〉 α・
ま た,γ(オ)一 ω(の 鶉β(の 一 ω(の な る ゆ え
β(の 一ω(の ∈ 撃。(α)・
(2)A⊃B,B∈ ⑤ な る あ るBが β に 関 してatomで あ る と き。
β一measureが0にな る 集 合 を の ぞ い て 一 致 す るatomを 同 じatomと み
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な せ ばa七 〇mは 高 々可 附 番 個 しか 存 在 しな い か ら,一 般 性 を 失 う こ と な く,
Aの 部 分 集 合 のatomをB、,B2,…,B。,… と す る。 ン はnonatomicで
あ る か ら,vind[14]のLemmaBに よ り,Bn*⊂Bnか つy(Bn*)=0と
な る β のatomBl*,B2*,…,B。*,… が 存 在 す る。 も ち ろ ん,B。*∈9か
つ β(Bn*)≒Oであ る。 こ こで,UB。*∈ ⑤ か つ レ(UBn*)=O,β(UBn*)≒0
%
はあ き らかであ る。一方,A⊃UBn*か つA＼UBn*∈ ⑥ であ るか らy(A＼
π%
ハ ね
UBn*)・y(A)≒O。そ こ で,γ*を つ ぎ の よ うに 定 義 す る 。
γ・(D)一・β(D)+。(Aぐ召義 。)β(賜・)・鯉 恥 鳳
r*(冒Bn*)-o・1
γ*(C＼A)-O・
あ き らか に,γ*∈E!toかつ γ*(A＼UBn*)==β(A)。さ らに,A＼UBn*⊃D∈S
な るDに 対 して レ(D)キOな らば γ*(D)≧β(D)と な る 。 と こ ろ で,β 〉 〉 α,
ミ ゑ
A＼UB。*⊂Aか つ レ(A＼UBn*)キ0であ るか ら予備定理4に よ り,β〉 〉 α
nn・A＼UB n*ゐ
で あ る。 そ こで,(P・5)に よ り γ*〉 〉 α が な り立 つ 。 他 方,v(UB。*)=-O
A＼UB*n
%π
だ か ら,allocationの性 質 と ω のnonatomicityに よ り ω(UB。*)=・O。よ っ
て,ω(A＼UBn*)=ω(A)。 以 上 を ま と め る と,β(A)-to(A)一 γ*(A＼UBn*)
ハ ハ
ーtU(A＼UBn*)・γ*∈肌・・γ気 哉 ← レ(靱B・?≒oで あ 砂 ら・
β(A)一ω(A)∈撃・(α,A＼UBn*)⊂EB。(α)
%1
がな り立つ。
予 備 定 理6.A∈(S)か つ β∈ 製。 な らば β1∈EIIoであ る 。
証 明.B∈Eが β1のatomで あ る とす る。 よ っ て,β1(B)≒O。 したオ オ
が って,B∩A¥φ であ る。 さ らに,Bがatomと い うことか ら,B⊃D∈(9
な るDに 対 して
βKD)=oま た は β1(D)一βKB)
AAA
とな るか ら
β(D∩A)=Oまたは β(D∩A)一β(B∩A)
が え られ る。B∩A⊃E∈ ◎ な らぽ㌧E⊂Bか つE⊂A。 よって,E=E∩A。
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そ こで
β(E)-0ま た は β(E)=一β(B∩A)
と な る 。 β(B∩A)一β[(B)≒0に 注 意 す れ ば,'こ れ はB∩Aが β のatom
とい う こ とに な り矛 盾 で あ る。
予 備 定 理7.α ∈魁 と し(P・1),(P・2),(P・3),(P・4)がな り立 っ て い る
とす る 。 この と き,EP。(α)はconvexであ る。
注 意.予 備 定 理7はVind[14]のTheorem2お よ びLemmaAと
ほ と ん ど 同 じ,もの で あ る が,わ れ わ れ はpreferencerelationをComwall
[2,3コに した が っ てconstructして い る の で,Vindに は な い 仮 定(P・1)ジ
.(18)
(P・2)を 使 用 して い る 点 が 違 う。 ま た,予 備 定 理7はCornwall[3]の
Theorem1と も 類 似 す る が,Cornwallは わ れ わ れ の(P・4)の か わ りに
Preferencerelationのcompleteness(Cornwallの仮 定(P・3)〉 を 仮 定 し
て い る 点 が 違 う。 ま た,Cornwal1[2・3]はわ れ わ れ のi3・(α,E)にあ た る
S。(E)を任 意 のcoalitionにつ い て 考 え て い る が,実 はS。(E)は レ(E)キ0
な るcoalitionEに対 して しか 定 義 で き な い 。 そ こ で,わ れ わ れ の 魅(α)
に あ た る5。((51)もS。(E)をす べ て のcoalitionEにつ い て 和 集 合 を と っ て
考 え る こ と は で きず,わ れ わ れ の よ うにy(E)≒0と な るcoalitionEにつ
い て の み 和 集 合 を と らな け れ ば な らな い 。 こ の 点 の 考 慮 がCornwallには な
い よ うに お も わ れ る。 そ こ で,予 備 定 理7を こ こで 証 明 す る こ と は 適 当 で あ
ろ う。 しか し,証 明 の 論 法 はVind[14]やComwal1[3]と ほ と ん ど 同 じ
で あ る。
予 備 定 理7の 証 明.x、,x2∈ 職(α)と す る。 す る と,職(α)の 定 義 か ら,
レ(A1)≒0≒レ(A2)とな る,Ai,A2∈⑤ と β、〉 〉 α,β2>〉μ と な る β・・β2∈ENo
AA12
が あ っ て,
X、=・β、(Ai)一ω(A、),X2・=β2(A、)一ω(A2)
⑬Vind[14]の 塁。(α,A)が,任 意 の μ∈SU?・。に 対 して α(A)+ω(A)=0な ら
ば μ(A)=0と な るnonatomicsignedmeasureの集 合 凱 。に よ って,塁o(α,
A)=={μ(A)1μ∈Mo}と あ らわ せ る か ど うか に つ い て は 証 明 が な い.よ っ て,
Vindで は,撃 。(α)のconvexityが完 全 に 証 明 され て い るわけ で は な い .
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と な る 。 こ こ で,も しx、==κ2=・Oな ら ば,任 意 の 彦∈(0,1)に 対 してO=tXl
+(1-一t)x2・・x・・β・(Ai)一一t・(Ai)∈撃。(α)と な っ てtrivialで あ る か ら,以
下,XltFO・ま た は 〃2≒0と す る 。 さ て,ω ∈1}toなる ゆ え,β1一 ω∈ 賜 と な
る 。 い ま,Pti==βi--tuとお く。 予 備 定 理6に よ りPti[∈襲oで あ る 。 そ こ で,
Al＼A2
Lyapunovの 定 理 〔8]に よ り,t∈(0,1)に 対 し て
≠μ・1(C)+(1-t)2et11(φ)∈{ガ1〃一μ、1(A),A∈6}。
A、＼A2A、 ＼A2A、 ＼A2
μ・1(φ)=・Oかつ μ、{(C)一μ1(Ai＼A2)で あ る か ら
A、＼A2A
、＼A2
ψμ・(A、＼A2)∈ 例 κ一 μ、1(A),A∈〈IS}。
・41＼A2
よ っ て,あ るE∈ ◎ が 存 在 し て,≠ μ、(Al＼A2)=Pt,1(E)==Pt1(E∩(Ai＼A2))。
・Al＼A2
い ま,B1・・=E∩(Ai＼A2)と お け ば,(彦 ∋.Bi⊂A,＼A2か つ
t,・x、(Ai＼A、)=μ1(B、)
と な る 。 μ、(Ai＼A2)≒0な らばB、 ≒ φ で あ る が 一 般 的 に はB、 一 φ の 可 能 性
が あ る 。 全 く 同 様 な 論 法 に よ っ て,iCt2・=β,一ω と お け ば
(1一のμ、(A2＼Ai)=・Pt、(B、)
と な るE∋B2⊂A2＼Aiが 存 在 す る 。B2・ φ の 可 能 性 が あ る 。 つ ぎ に,(μ ・,
μ2)もnonatomicで あ る か ら,(μ 三,μ2)1もnonatomicで あ る 。 そ こ で,
A1∩A2t
(μ1,μ2)に対 して も,う え と 同 様 に 考 え れ ば
t(Yl・Y2)(Ai∩A、)一(μユ,μ2)(B3)
と な るE∋B3⊂A1∩A2が 存 在 す る 。B,一 φ の 可 能 性 が あ る 。 こ れ を か き か
え れ ば.
'μ、(A、∩A2)=・Pt、(B3),
診μ2(A、∩A2)譜 μ2(B,)
と な る 。 さ ら1こ,B4・…(A1∩A2)＼B3と お け ばB4∈ 巡 か つ
μ2(B4)="Pt2((A、∩A2)＼B3)=μ2(A,∩A2)一μ2(B8)
=μ2(At∩A2)-tlte;1(A1∩A2)=(1-t),tt2(A1∩A2)
が え られ る 。B4・・ipの可 能 性 も あ る 。 以 上 のB,・B2,B,,B4の つ く り 方 か ら,
Bt∩Bj一 φ(徳 ブノリ 竺1,2,3,4)で あ る 。 い ま
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B鵠 β1UB2Uβ3UB4
と お き く　
μ一 μ、i+μ 、1・
BIUB3(B、UB3)C
と 定 義 す るbす る と,B∈ ⑤ か つ
μ(B)一 μ、1(B)+μ21(B)…/・tl(B、UB、)+μ、(B,UB、)
B、UB3(BIUB3)C
==Pt、(B、)+μ、(B3)+μ2(B2)+μ2(B4)
t・titt、(Ai＼A2)+tPt,(A、∩A、)+(1-∫)Pt,(A2＼A1)+(1-t)μ2(Ai∩A・)
=tPt、(A1)+(1一り μ、(A2)
・.tXl十(1-t)x2
と な る 。x、≒0ま た は κ2キ0で あ る か ら,μ 、(B,UB,)キ0ま た は μ2(B,U・B4)
≠0で あ る 。 μ・,μ2はnonatomicで あ る か ら,allocationの性 質 に よ っ て,
v(B・UB3)キ0ま た はv(B2∩B4)キ0と な る 。 ゆ え に ・ ン(B)キ0で あ る 。 よ
っ て,B1,B2,B3,B4は 同 時 に φ と な る こ と は な い 。 一 方
μ罵 μ、1+μ 、I
B、Uβ3(BIUB3)C
=β 、i一 ωi+β21一 ωl
B、UB3B、UB3(B、UB3)C(BtUB3)c
一 β、1+β2i一 ω
B、UB3(B、UB3)C
で あ る か ら,こ こ で,β 、1+β21>〉 α,β 、【+β2[∈ 騙 と な る こ と
B、UB,(BIUB・)CBB・uB3(BIUB3)¢
が い え れ ば,tXl+(1一 彦)x2==μ(B)∈職(α,B)⊂U撃o(α,A)="畢o(α)と な る 。
雛 。
まず,β,1,β21∈ 窺。であ るか ら βil+β21∈%で あ る。い ま
B、UB3(BIUB3)CB、UB3(B、UB3)C
β ・=β11+β,1,
BIUB3(BIUB3)c
と お く。 す る と,v(F、)キ0,B1uB3⊃ ・F、∈(S・な る 任 意 のF、 に 対 して,H∈G・
な らば
β1(H)一一β(H∩Fi)一 β1(H∩jF、∩(B、UBg))+β2(H∩F1∩(B、U・B3)c)
Fl
=β、(H∩F、)一 β、1(H)
1,'1
⑲ オ∈巴 の とき,沸 は σ＼オ を あ らわす.
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と な る 。 同 様 に,レ(F2)≒O,B2UB,⊃F2∈⑤ な る 任 意 の.F2に 対 して,B,U
B4⊂(B、UB,)cに注 意 す れ ば,β1(H)一 β21(H)がえ られ る 。 一 方,β 、〉 〉 α,
F)1A　 　 ユ
β2>〉 α とB,UB3⊂Ai,B2UB4⊂A2か ら,v(B,UB3)・≒0ま た はv(B2UB4)
A2
≒0な らば,予 備定理4に よ り,β 、〉〉 α または β2>〉α が え られ る。
B
IUB3B2UB4
β、〉〉 α な ら β1≧=αかつ1(β1≦α)で あ るか ら βト β,1と(P・3)によ り
B、Uβ3FlF、RlFl
β≧ α と な る。 も し,β=≦α な らば,βi・=β,1と(P・4)に よ り β、≦ α と な っ
ア ア ア カ　 アユ エ 　 ユ 　
て矛盾。ゆ えに,「(β≦。).ま って,β 〉%全 く同様 に,β 、〉〉α な ら,
・F
lfallB2UB4
β〉』 とな る。か りに β、〉〉α かつ β2>〉αな らば,(P・2)によ り β≧ α。'
F2BIUβ3β2Uβ4FIUF2
もし β≦ αな ら鵬(P・1)によりβ≦α,β≦αとな り矛盾。 よo.て,1(β≧
F、UF2Pl∬2・P'1UF2
α)。 あ わ せ て,β 〉 α。 と こ ろ で,う え の こ と はy(F)≒0と な る(彰 に 属
FIUF2
す るB .の任意 の部分集合Fに 対 して β〉αがな り立つ ことをいみ している
F
か ら,結 局,こ れは β〉〉α とい うことにほか な らない。
β
5.主 要 結 果
(20)
定 理.α ∈ ⑤ はlocallynonsatiatingでか つ ω一egualとす る 。 さ ら に,
(R1),(P.2),(P.3),(P.4),(P・5),(R6)がな り 立 っ て い る も の と す る 。
こ の と き,α ∈Oで あ る 。
証 明,α ∈ ⑤ な ら ば レ(A)キ0と な る あ るcoalitionAと β〉 〉 α と な
るallocationβが 存 在 し て β(A)-tU(A)が な り立 つ 。 ゆ え に
O-・β(A)一一ca(A)∈撃(α,A)⊂ 撃(α)。
逆 に,α ∈Uttlこ対 し て0∈ 畢(α)な ら ば,v(A)i・FOと な る あ るcoalitionAと
β〉 〉 α と な るallecationβが 存 在 し て β(A)一一a・(A)=・Oとな る か ら αf@
で あ る。 騨 え に ・ α∈ ⑤ で あ る必 要 か つ 十 分 条 件 はoege(α)で あ る。 さ て ・
予 備 定 理5に よ り,EP(α)==as。(α)がな り立 つ 。 ま た,予 備 定 理7に よ り,
⑳ 魅 ⊂⑮ とな る こ とは ほ と ん ど あ き らか で あ る.Vind[14コ,Cornwall[2]を
み よ.
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撃・(α)はconvexであ る。 よ っ て,塁(α)はconvexで あ る。 そ こで,分 離
定 理 に よ り,P∈Rtか つPtFOと な る あ るPが 存 在 して
Px≧Of・rallXESB(α)
と な る。 極 限 を とれ ば
Px≧Oforallx∈ 畢(α)
が い え る。 した が っ て,予 備 定 理3に よ り,任 意 のA∈ ⑮ に 対 して
ρα(の ≧クω(の
が な り立 つ 。 こ こ で,か りに あ るB∈Eが あ っ て,Pα(B)〉 ♪ω(B)と な っ
た とす れ ば,α ∈ ⑤ な らば α(C)一ω(C)で あ る か ら
ρ[α(C＼B)一ω(C＼B)]-P[α(C)一ω(C)]〆
-P[α(B)一ω(B)コー -P[α(B)一tu(B)]<o
とな る。c/B∈Eだ か ら,こ れ は 矛 盾 で あ る。 よ っ て
(*)Pα(A)=Pω(A)forallA∈E。
α(A)∈2で あ るか ら,infPy≦ 少ω(A)で な け れ ば な らな い 。 そ こで,inf
〃∈Ω 〃∈ Ω
クッキρω(A)な らinfPy<Pω(A)で あ る。 ゆ え に,あ るz∈2が 存 在 して
野∈Ω
勿 く少ω(の
が な り立 つ 。 以 下
Px>Oforallx∈ 撃(α)
と な る こ とを 証 明 す る。 か りに あ るu∈ 撃(α)が あ っ て,Pu・=Oと な った と
す る。 す る と,P(A)≒0と な る あ るcoalitionAとβ〉 〉 α と な るalloca-
tionβが 存 在 して
麗詔β(」)一ω(」)
と な る か ら,Pβ(A)=Pω(A)が な り立 つ 。 そ こで,t∈(0,1)に 対 して
夕(の=翻 十(1一のβ(A)
と定 義 してtを 十 分0に 近 いtvこ とれ ば1,(t)は β(A)の 任 意 の 近 傍 に 入
る 。 す る と,(P・6)に よ り,δ(A)=・y(彦)かつ δ〉 〉 α とな るallocationδ
が 存 在 す る。 と こ ろ が
Pδ(A)=ipe+(1一彦)Pβ(A)<tPtU(A)+(1一り♪ω(A)
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「
累少ω(オ)
と な る。 す な わ ち,P[δ(A)一ω(A)]<0。δ(A)-tO(A)∈塁(α)で あ るか ら,
これ は 矛 盾 で あ る。 よ っ て,infPPttFPtU(A)ならPx>Oforallx∈ 畢(α)
ツ∈ Ω
で あ る。 す な わ ち,Px>Oforallx∈ 撃(α)ま た はinfPY-lbω(A)が な り
'暫 ∈ Ω
立 つ 。 こ の こ と と(*)を あ わ せ れ ば,α ∈Dと な る。
注 意.こ の 定 理 の 証 明 に は α のnonatomicityを何 ら 使 っ て い な い か
ら,α はatomを もつ こ と を 排 除 しな い 。 こ の 点 がVind[14コ や,さ ら
に,Cornwall[2〕と違 っ て い る こ と に 注 意 す べ き で あ る 。 な お,(jp・5')を
仮 定 す れ ば 定 理Cに よ り,α ∈ £!(oとな る が,系1(と(.R6))に よ り,さ ら
に α∈…溝'が い え る こ と はVind[14]の 場 合 と 同 じで あ る 。
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